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1. ×òî òàêîå ëîãè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ?
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2 / 25



Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
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Äâå èäåè Á.È.Ïëîòêèíà

1. Ïåðåõîä îò óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ê

àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà

2. Ñðàâíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ïî èõ àëãåáðàè÷åñêèì

èëè ëîãè÷åñêèì ãåîìåòðèÿì
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Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè

Ïóñòü A = ⟨A;L⟩ � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

L = {f, . . . ,R, . . . , c . . .}.

• At(X) � ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ ôîðìóë ÿçûêà L îò

ïåðåìåííûõ X = {x1, . . . , xn}

• t1 = t2, R(t1, . . . , tm) � àòîìàðíûå ôîðìóëû

• àòîìàðíûå ôîðìóëû � ýòî óðàâíåíèÿ

• S ⊆ At(X) � ñèñòåìà óðàâíåíèé

• V(S) = {(a1, . . . , an) ∈ A
n | A |= φ(a1, . . . , an) ∀φ ∈ S} �

àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî

• Àòîìàðíàÿ ôîðìóëà ψ ∈ At(X) � ýòî ñëåäñòâèå ñèñòåìû

S íàä A, åñëè A |= ψ(a1, . . . , an) äëÿ âñåõ

(a1, . . . , an) ∈ V(S)
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ÂÎÏÐÎÑ (Á.È.Ïëîòêèí)

Êîãäà äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâûå

àëãåáðàè÷åñêèå ãåîìåòðèè?

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ (Á.È.Ïëîòêèí)

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è B ÿçûêà L íàçûâàþòñÿ

àëåáðî-ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X è ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

S ⊆ At(X) âñÿêîå óðàâíåíèå ψ ∈ At(X) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì S

íàä A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì S

íàä B.
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Àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è êàòåãîðèè

ÒÅÎÐÅÌÀ (Á.È.Ïëîòêèí)

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è B ÿçûêà L

àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî èõ êàòåãîðèè

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ AS(A) è AS(B) èçîìîðôíû.

• Îáúåêòû AS(A) � àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà

• Ìîðôèçìû AS(A) � òåðìàëüíûå îòîáðàæåíèÿ
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Ëîãè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ,
èëè

àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà,

Á.È.Ïëîòêèí
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Ïåðåõîä ê ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè

• Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè óðàâíåíèÿ � ýòî

àòîìàðíûå ôîðìóëû ÿçûêà L

• Â ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè óðàâíåíèÿ � ýòî ïðîèçâîëüíûå

ôîðìóëû ÿçûêà L

• Ñèñòåìû óðàâíåíèé S ⊆ F(X), ãäå F(X) � âñå ôîðìóëû

ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿçûêà L îò ñâîáîäíûõ

ïåðåìåííûõ X

• Ëîãè÷åñêèå ìíîæåñòâà = àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà â

ëîãèêå ïåðâîãî ïîðÿäêà

• Ñëåäñòâèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
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Ëîãèêî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ÂÎÏÐÎÑ (Á.È.Ïëîòêèí)

Êîãäà äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâûå

ëîãè÷åñêèå ãåîìåòðèè?

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ (Á.È.Ïëîòêèí)

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è B ÿçûêà L íàçûâàþòñÿ

ëîãèêî-ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X è ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé S ⊆ F(X)

âñÿêîå óðàâíåíèå ψ ∈ F(X) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì S íàä A

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì S íàä B.
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Èçîòèïíîñòü

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ (Á.È.Ïëîòêèí)

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è B ÿçûêà L íàçûâàþòñÿ

èçîòèïíûìè, åñëè â íèõ ðåàëèçóþòñÿ îäíè è òå æå ïîëíûå

òèïû ÿçûêà L.

ÒÅÎÐÅÌÀ (Á.È.Ïëîòêèí)

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è B ÿçûêà L èçîòèïíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ëîãèêî-ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
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Ëîãèêî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è êàòåãîðèè

ÒÅÎÐÅÌÀ (Á.È.Ïëîòêèí)

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è B ÿçûêà L

ëîãèêî-ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî èõ êàòåãîðèè

ëîãè÷åñêèõ ìíîæåñòâ LS(A) è LS(B) èçîìîðôíû.

• Îáúåêòû LS(A) � ëîãè÷åñêèå ìíîæåñòâà

• Ìîðôèçìû LS(A) � òåðìàëüíûå îòîáðàæåíèÿ
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Èíòåðïðåòèðóåìîñòü è

áèèíòåðïðåòèðóåìîñòü
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Èíòåðïðåòèðóåìîñòü îäíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû â äðóãîé

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = ⟨A;L(A)⟩ èíòåðïðåòèðóåìà â

àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå B = ⟨B;L(B)⟩, åñëè

1) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò îïðåäåëèìîå

ïîäìíîæåñòâî A∗ ⊆ Bn,

2) íà A∗ çàäàíî îïðåäåëèìîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

∼,

3) íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå A∗/∼ çàäàíû èíòåðïðåòàöèè

ñèìâîëîâ ÿçûêà L(A), ïðîîáðàçû ãðàôèêîâ êàêîâûõ

îïðåäåëèìû â B,

4) àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A∗ = ⟨A∗/∼;L(A)⟩ èçîìîðôíà A:

A∗ ≃ A.
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Ïðèìåðû

Êîëüöà N, Z, Q � âñå äðóã â äðóãå èíòåðïðåòèðóþòñÿ.
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Ïðèìåð ñ ìàòðèöàìè

Ãðóïïà GLn(k) èíòåðïðåòèðóåìà â ñâî¼ì ïîëå k:

A = ⟨GLn(k); · ,
−1 , e⟩,

B = ⟨k; +,−, ·, 0, 1⟩.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ n = 2 âîçüì¼ì A∗ ⊂ k4:

A∗ = {(a, b, c, d) ∈ k4| ad − cb , 0}.

Íà A∗ èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñèìâîëû ÿçûêà L(A):

(a1, b1, c1, d1) · (a2, b2, c2, d2) =

= (a1a2 + b1c2, a1b2 + b1d2, c1a2 + d1c2, c1b2 + d1d2),

(a, b, c, d)−1 = (d/∆,−b/∆,−c/∆, a/∆),

e = (1, 0, 0, 1).
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Ñèëüíàÿ áèèíòåðïðåòàöèÿ

Åñëè

• A è B èíòåðïðåòèðóåòñÿ äðóã â äðóãå,

A
Γ
⇝ B

∆
⇝ A

Γ
⇝ B èëè A

Γ
⇝
f
∆
B,

• è ñóùåñòâóþò òàêèå (Γ, p̄, µΓ) è (∆, q̄, µ∆),

• ÷òî µΓ ◦ µ∆ è µ∆ ◦ µΓ îïðåäåëèìû â A è â B

ñîîòâåòñòâåííî,

òî A è B ñèëüíî áèèíòåðïðåòèðóþòñÿ.
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Ëîãè÷åñêèå êàòåãîðèè è

èíòåðïðåòàöèè
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Ëîãè÷åñêèå ãåîìåòðèè ïðè áèèíòåðïðåòàöèè

ÒÅÎÐÅÌÀ (Á.È.Ïëîòêèí)

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A è B ÿçûêà L

ëîãèêî-ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òî èõ êàòåãîðèè

ëîãè÷åñêèõ ìíîæåñòâ LS(A) è LS(B) èçîìîðôíû.

ÂÎÏÐÎÑ (À. Ã.Ìÿñíèêîâ)

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A = ⟨A;L(A)⟩ è B = ⟨B;L(B)⟩

áèèíòåðïðåòèðóåìû, áóäóò ëè èõ êàòåãîðèè ëîãè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ LS(A) è LS(B) ýêâèâàëåíòíûìè?
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Ëîãè÷åñêèå ìíîæåñòâà

Ïóñòü A = ⟨A;L(A)⟩ � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ

Ìíîæåñòâî Y ⊆ Am íàçîâ¼ì ëîãè÷åñêèì íàä A, åñëè

ñóùåñòâóþò òàêèå

• êîíå÷íûå ìíîæåñòâà X ïåðåìåííûõ è P ⊆ A ïàðàìåòðîâ,

• ñèñòåìà óðàâíåíèé S ⊆ FP(X), ÷òî

• Y = S(A).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ

Âñå îïðåäåëèìûå ìíîæåñòâà íàä A ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè:

Y = φ(A).
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Ïðîåêòèâíûå ëîãè÷åñêèå ìíîæåñòâà

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼Y íà ëîãè÷åñêîì ìíîæåñòâå

Y ⊆ Am íàçîâ¼ì ôîðìóëüíûì, åñëè îíî çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

E(ȳ, ȳ′) ÿçûêà L(A) ∪A, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî Y

çàìêíóòî.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ

Ìíîæåñòâî Y/∼Y íàçîâ¼ì ïðîåêòèâíûì ëîãè÷åñêèì

ìíîæåñòâîì íàä A. Åñëè Y � îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî, òî

Y/∼Y � ïðîåêòèâíîå îïðåäåëèìîå ìíîæåñòâî.
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Êàòåãîðèÿ ïðîåêòèâíûõ ëîãè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

• Êàòåãîðèÿ PLS(A)

• Îáúåêòû PLS(A) � ïðîåêòèâíûå ëîãè÷åñêèå ìíîæåñòâà

íàä A

• Ìîðôèçìû PLS(A) � ôîðìóëüíûå îòîáðàæåíèÿ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ

Îòîáðàæåíèå G : Y/∼Y → Z/∼Z ìåæäó ïðîåêòèâíûìè

ëîãè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè íàçîâ¼ì ôîðìóëüíûì, åñëè îíî

çàäà¼òñÿ òàêîé ôîðìóëîé γ(ȳ, z̄) ÿçûêà L(A) ∪A, ÷òî

A |= γ(ȳ, z̄) è ȳ ∈ Y −→ z̄ ∈ Z.
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Áèèíòåðïðåòàöèÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ

Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A = ⟨A;L(A)⟩ è B = ⟨B;L(B)⟩

ñèëüíî áèèíòåðïðåòèðóåìû. Òîãäà êàòåãîðèè ýêâèâàëåíòíû:

PLS(A) ≃ PLS(B),

PDS(A) ≃ PDS(B).
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Ñ Äí¼ì ðîæäåíèÿ, ëþáèìûé Âëàäèìèð Íèêàíîðîâè÷!
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