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Ãåíåðè÷åñêèå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü I � âñå âõîäû, In � âñå âõîäû ðàçìåðà n.
Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà S ⊆ I

ρ(S) = lim
n→∞

ρn = lim
n→∞

|S ∩ In|
|In|

.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî âõîäîâ S ⊆ I íàçûâàåòñÿ

ãåíåðè÷åñêèì åñëè ρ(S) = 1,

ïðåíåáðåæèìûì åñëè ρ(S) = 0,

ñèëüíî ãåíåðè÷åñêèì åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρn
ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê 1,

ñèëüíî ïðåíåáðåæèìûì, åñëè ρn ýêñïîíåíöèàëüíî

áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê 0.
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Ãåíåðè÷åñêèå àëãîðèòìû

Îïðåäåëåíèå

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ

J ∪ {?} (? /∈ J) íàçûâàåòñÿ (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

1 A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç I,

2 ìíîæåñòâî BH(A) = {x ∈ I : A(x) =?} (ñèëüíî)

ïðåíåáðåæèìî.

Îïðåäåëåíèå

Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè
äëÿ âñåõ x ∈ I A(x) = y ∈ J ⇒ f(x) = y.
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Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè
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Ïîëèíîìèàëüíûå ãåíåðè÷åñêèå ñâîäèìîñòè

Ìíîæåñòâî A ⊆ I ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè ïîëèíîìèàëüíî
ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó B ⊆ J , åñëè ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòíûé

ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì R : I × N → P (J) ∪ {?, !}, ïîëèíîì
p(n), ïîëèíîì q(n) ñòåïåíè áîëüøå 2 è êîíñòàíòà C > 0 òàêèå,

÷òî
1 ∀x ∈ I ëèáî ∀n R(x, n) = {?}, ëèáî ∀n ≥ q(k), ãäå

k = size(x), èìååò ìåñòî
1 ∀y ∈ R(x, n) y ̸=! ⇒ size(y) = n.
2 Âñå ýëåìåíòû â R(x, n) \ {!}, âûäàþòñÿ àëãîðèòìîì R

ðàâíîâåðîÿòíî.
3 Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü îòâåò �!� â R(x, n) íå áîëüøå 2−Ck.

4
|R(x,n)|

|Jn| > 1
(p(n))k

.

5 x ∈ A ⇒ R(x, n) ⊆ B.
6 x /∈ A ⇒ R(x, n) ⊆ J \B.

2 Ìíîæåñòâî {x ∈ I : ∀n R(x, n) = {?}} ñòðîãî

ïðåíåáðåæèìî.
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Ãåíåðè÷åñêàÿ ñâîäèìîñòü

Ðèñ.: Ãåíåðè÷åñ÷êàÿ ñâîäèìîñòü
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Ãåíåðè÷åñêàÿ NP-ïîëíîòà

Îïðåäåëèì ãåíåðè÷åñêèé àíàëîã êëàññà NP. Ìíîæåñòâî S ⊆ I
ïðèíàäëåæèò êëàññó sgNP, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîå

ñòðîãî ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ⊆ I, òàêîå, ÷òî S ∩G ∈ NP.

Ìíîæåñòâî S ∈ sgNP íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêè NP-ïîëíûì,

åñëè äëÿ ëþáîãî A ∈ sgNP èìååò ìåñòî A ≤GenP S.
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Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé

Ìíîãèå ïðèìåíåíèÿ àëãåáðû â èíôîðìàòèêå òðåáóåò ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé íàä ðàçëè÷íûìè êîíå÷íûìè àëãåáðàè÷åñêèìè

ñòðóêòóðàìè: ïîëÿ, ãðóïïû, ïîëóãðóïïû, ãðàôû è äðóãèå. Íî

îïÿòü æå, îáû÷íî ýòà ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî

ñëîæíîé. NP-ïîëíîòà ýòîé ïðîáëåìû íàä êàæäûì êîíå÷íûì

ïîëåì � îáùåèçâåñòíûé ôàêò. Ãîëüäìàíí è Ðàññåëë â 2002 ãîäó

äîêàçàëè, ÷òî ýòà ïðîáëåìà ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ äëÿ âñåõ àáåëåâûõ êîíå÷íûõ ãðóïï è NP-ïîëíî äëÿ

êàæäîé íåàáåëåâîé êîíå÷íîé ãðóïïû. Êëèìà, Òåññîí è Òåðèåí â

2007 ãîäó äîêàçàëè ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü äëÿ

êàæäîãî êîíå÷íîãî êîììóòàòèâíîãî ìîíîèäà, ÿâëÿþùåãîñÿ

îáúåäèíåíèåì ïîäãðóïï è NP-ïîëíî äëÿ îñòàëüíûõ êîíå÷íûõ

ìîíîèäîâ. NP-ïîëíîòà îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, ðåøàþùåå ñèñòåìó óðàâíåíèé,

ïðè óñëîâèè P ̸= NP.
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Çàäà÷à ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè

ãðóïïàìè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G - êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé S
íàä G - ýòî íàáîð óðàâíåíèé {e0, . . . , en−1}, ãäå el,
l = 0, . . . , n− 1 èìååò ôîðìó yϵ13l+1 = yϵ23l+2y

ϵ3
3l+3, ãäå y3l+i,

i = 1, 2, 3, ìîæåò áûòü êîíñòàíòîé èç G èëè ïåðåìåííîé xj ,
j = 1, . . . , 3l + i, è ϵ1,2,3 ∈ {1,−1}. Ðàçìåð ñèñòåìû S � ýòî

÷èñëî óðàâíåíèé n.

Òåîðåìà

Ïðåäïîëîæèì G � êîíå÷íàÿ íåàáåëåâàÿ ãðóïïà. Ïðîáëåìà

ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä G ãåíåðè÷åñêè NP-ïîëíî.

Ãîðêóí Èëüÿ Ãåíåðè÷åñêàÿ NP-ïîëíîòà ïðîáëåì ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ãðóïïàìè, ïîëóãðóïïàìè è ïîëÿìè



Çàäà÷à ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè

ïîëóãðóïïàìè

Ïóñòü M � êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé S íàä M
� íàáîð èç óðàâíåíèé {e0, . . . , en−1}, ãäå êàæäîå óðàâíåíèå el,
l = 0, . . . , n− 1 èìååò ôîðìó y3l+1 = y3l+2y3l+3, ãäå y3l+i,

i = 1, 2, 3, ìîæåò áûòü êîíñòàíòîé èç M èëè ïåðåìåííîé xj ,
j = 1, . . . , 3l + i. Ðàçìåð ñèñòåìû S ýòî ÷èñëî óðàâíåíèé n.

Òåîðåìà

Ïóñòü M � êîíå÷íàÿ ïîëóãðóïïà òàêàÿ, ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä M � NP-ïîëíî. Ïðîáëåìà

ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä M ãåíåðè÷åñêè NP-ïîëíî.
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Çàäà÷à ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè

ïîëÿìè

Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé S íàä F � íàáîð

èç óðàâíåíèé {e0, . . . , en−1}, ãäå óðàâíåíèå el, l = 0, . . . , n− 1
èìååò ôîðìó y3l+1 = y3l+2 + y3l+3 èëè y3l+1 = y3l+2y3l+3, ãäå

y3l+i, i = 1, 2, 3, ìîæåò áûòü êîíñòàíòîé èç F èëè ïåðåìåííîé

xj , j = 1, . . . , 3l + i. Ðàçìåð ñèñòåìû S � ýòî ÷èñëî óðàâíåíèé

n.

Òåîðåìà

Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå. Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì

óðàâíåíèé íàä F ãåíåðè÷åñêè NP-ïîëíî.
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