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Об аксиоматизируемости гиперграфов и
разрешимости их универсальных теорий

А.В. Ильев

Институт математики им. С.Л.Соболева, Омск.
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Алгебраические системы
Алгебраическая система 𝒜 языка L=R ∪ F ∪ C — это пара ⟨𝐴, 𝐼⟩, со-
стоящая из непустого множества 𝐴, называемого носителем системы 𝒜,
и отображения (интерпретации) 𝐼 , которое
1) каждому предикатному символу 𝑅 ∈ R ставит в соответствие 𝑛𝑅-
местное отношение 𝑅𝒜 ⊆ 𝐴𝑛𝑅;
2) каждому функциональному символу 𝐹 ∈ F ставит в соответствие
𝑛𝐹 -местную функцию 𝐹𝒜 : 𝐴𝑛𝐹 → 𝐴;
3) каждому константному символу 𝑐 ∈ C ставит в соответствие некото-
рый элемент 𝑐𝒜 ∈ 𝐴.
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Классы алгебраических систем
Класс алгебраических систем — это семейство однотипных систем. Все
системы любого заданного типа языка L называются L-системами.

Класс K алгебраических систем называется абстрактным, если вместе
с каждой своей системой𝒜 он содержит все изоморфные ей L-системы.

Класс K алгебраических систем аксиоматизируем, если существует та-
кое множество предложений 𝑍 языка L, что произвольная L-система 𝒜
принадлежит K тогда и только тогда, когда любое предложение 𝜙 ∈ 𝑍
истинно в 𝒜.

Множество предложений 𝑍 называется множеством аксиом для K.
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Графы
Граф — это пара 𝐺 = (𝑈,𝐸𝐺), где 𝑈 — непустое множество элемен-
тов, называемых вершинами, a 𝐸𝐺 — множество неупорядоченных пар
различных элементов из 𝑈 , называемых рёбрами. Если (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸𝐺, то
вершины 𝑢 и 𝑣 называются смежными. Графы без петель и кратных
рёбер называются обыкновенными.

Обыкновенный граф — это алгебраическая система 𝐺 = ⟨𝑈,L𝐺⟩, носи-
тель которой 𝑈 — непустое множество вершин, язык L𝐺 = ⟨𝐸,=⟩ со-
стоит из бинарного предиката смежности вершин и предиката равен-
ства, причём предикат смежности 𝐸(𝑥, 𝑦) иррефлексивен и симметри-
чен, т. е., удовлетворяет условиям:

(G1) ∀𝑥 ¬𝐸(𝑥, 𝑥) (иррефлексивность);
(G2) ∀𝑥 ∀𝑦 [𝐸(𝑥, 𝑦) → 𝐸(𝑦, 𝑥)] (симметричность).
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Гиперграфы
Гиперграф — это пара 𝐻 = (𝑉,𝐸𝐻), где 𝑉 — непустое множество эле-
ментов, называемых вершинами, a 𝐸𝐻 — некоторое семейство непустых
неупорядоченных подмножеств множества 𝑉 , называемых рёбрами или
гиперрёбрами.

Гиперграф — это алгебраическая система 𝐻 = ⟨𝑉,L𝐻⟩, носитель кото-
рой 𝑉 — непустое множество вершин, а язык L𝐻 = ⟨𝐸1, 𝐸2, ...,=⟩ состо-
ит из счётного множества предикатов, местность каждого из которых
совпадает с его порядковым номером, и предиката равенства; преди-
кат 𝐸𝑛(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) означает, что элементы 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 лежат в ребре гипер-
графа степени 𝑛, т. е. предикат 𝐸𝑛(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) удовлетворяют условиям
неупорядоченности и неповторения элементов:

(H1) ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛 [𝐸𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) →
⋀︀
𝜋
𝐸𝑛(𝜋(𝑥1), . . . , 𝜋(𝑥𝑛))],

где 𝜋 — любая перестановка 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ N;

(H2) ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑛 [𝐸𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) →
⋀︀
𝑠 ̸=𝑡

(𝑥𝑠 ̸= 𝑥𝑡)], 𝑛 ∈ N.
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Наследственные классы гиперграфов
Подгиперграф — это подсистема, полученная из исходного гиперграфа
удалением вершин вместе со всеми инцидентными рёбрами.

Класс гиперграфов называется наследственным, если он замкнут отно-
сительно подгиперграфов. Рассмотрим примеры таких классов гипер-
графов.

Пример 1. Класс линейных гиперграфов.
Гиперграф называется линейным, если его рёбра пересекаются макси-
мум по одной вершине.

Пример 2. Класс антицепей.
Гиперграф называется антицепью, если никакое из его его рёбер не яв-
ляется подмножеством другого ребра.
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Аксиоматизируемость классов гиперграфов
Линейный гиперграф — это алгебраическая система 𝐻 = ⟨𝑉,L𝐻⟩,
которая является гиперграфом и удовлетворяет условию

(H3’) ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑘 ∀𝑦1 . . . ∀𝑦𝑚 [𝐸𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∧ 𝐸𝑚(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) ∧
∧ (𝑥𝑠 = 𝑦𝑡) →

⋀︀
𝑖̸=𝑠
𝑗 ̸=𝑡

(𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑗)], 𝑘,𝑚 ∈ N.

Антицепь — это алгебраическая система 𝐻 = ⟨𝑉,L𝐻⟩, которая явля-
ется гиперграфом и удовлетворяет условию

(H3”) ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑘 ∀𝑦1 . . . ∀𝑦𝑚 [𝐸𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) →
→ ¬𝐸𝑘+𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)], 𝑘,𝑚 ∈ N.
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Универсальные теории
Предложение — это формула, не содержащая свободных переменных.
Совокупность 𝑇 (K) всех предложений языка L, истинных во всех ал-
гебраических системах из K, называется теорией класса K.

Формула 𝜙 называется универсальной или ∀-формулой, если она имеет
вид 𝜙 = ∀𝑥1 . . . ∀𝑥𝑘 𝜓, где 𝜓 — бескванторная формула.

Теория называется универсальной, если она включает только предло-
жения, являющиеся универсальными формулами.
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Разрешимые теории
При рассмотрении любой теории первостепенное значение имеет вопрос
о её разрешимости.

Пусть 𝑆L — множество всех предложений языка L.
Теория 𝑇 называется разрешимой, если существует алгоритм, позволя-
ющий для любого предложения 𝜙 из 𝑆L установить, принадлежит ли 𝜙
теории 𝑇 .
Установление разрешимости теории какого-либо класса K алгебраиче-
ских систем позволяет сделать вывод о принципиальной возможности
получения исчерпывающего перечня свойств, присущих всем системам
класса K.
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Разрешимость универсальных теорий

Теорема. Справедливы следующие утверждения.

1) Универсальная теория гиперграфов разрешима.

2) Универсальная теория линейных гиперграфов разрешима.

3) Универсальная теория антицепей разрешима.
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Идея доказательства
Для каждого класса предлагается свой алгоритм, который для любого
∀-предложения 𝜙 языка L𝐻 отвечает на вопрос: принадлежит или нет
𝜙 универсальной теории данного класса гиперграфов.
1) Алгоритм строит отрицание ¬𝜙 = ∃𝑥1 ... ∃𝑥𝑛 𝜓.
2) ¬𝜙 приводится к ПДФ: ∃𝑥1 ... ∃𝑥𝑛 (𝜓1 ∨ ... ∨ 𝜓𝑚).
3) Алгоритм последовательно просматривает все конъюнкты 𝜓𝑖 и уда-
ляет те из них, для которых невозможно построить гиперграф, удовле-
творяющий условию конъюнкта 𝜓𝑖.

В итоге если для какого-то конъюнкта удалось построить удовлетворяю-
щий его условию гиперграф, значит исходное предложение 𝜙 не принад-
лежит универсальной теории данного класса гиперграфов. В противном
случае 𝜙 принадлежит этой теории.
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Кёниговы представления гиперграфов
Граф 𝐾(𝐻) = (𝑈,𝐸𝐾) называется кёниговым представлением гипер-
графа 𝐻 = (𝑉,𝐸𝐻), если он является его графом инциденций, т. е.
обыкновенным двудольным графом с множеством вершин 𝑈 = 𝑉 ∪ 𝐸𝐻

и множеством рёбер 𝐸𝐾 = {(𝑣, 𝑒) | (𝑣, 𝑒) ∈ 𝑉 ×𝐸𝐻, 𝑣 ∈ 𝑒}.

Пример гиперграфа и его кёнигова представления.
11
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Кёнигово представление гиперграфа — это алгебраическая система
𝐾 = ⟨𝑈,L𝐾⟩, носитель которой 𝑈 — непустое множество вершин, а язык
L𝐾 = ⟨𝑉,𝐸,=⟩ состоит из унарного предиката 𝑉 (𝑥), бинарного преди-
ката 𝐸(𝑥, 𝑦) и предиката равенства; предикат 𝑉 (𝑥) означает, что эле-
мент 𝑥 является вершиной соответствующего гиперграфа, а предикат
𝐸(𝑥, 𝑦) означает, что в гиперграфе либо вершина 𝑥 лежит в ребре 𝑦,
либо вершина 𝑦 лежит в ребре 𝑥; т. е. для предикатов 𝑉 (𝑥) и 𝐸(𝑥, 𝑦)
выполнены аксиомы:

(K1) ∀𝑥 ¬𝐸(𝑥, 𝑥);
(K2) ∀𝑥 ∀𝑦 [𝐸(𝑥, 𝑦) → 𝐸(𝑦, 𝑥)];
(K3) ∀𝑥 ∀𝑦 [𝑉 (𝑥) ∧ 𝑉 (𝑦) → ¬𝐸(𝑥, 𝑦)];
(K4) ∀𝑥 ∀𝑦 [¬𝑉 (𝑥) ∧ ¬𝑉 (𝑦) → ¬𝐸(𝑥, 𝑦)];
(K5) ∀𝑥 ∃𝑦 [𝑉 (𝑥) ∨ 𝐸(𝑥, 𝑦)];
(K6) ∀𝑥 ∀𝑦 ∃𝑧 [(𝑥 = 𝑦) ∨ 𝑉 (𝑥) ∨ 𝑉 (𝑦)∨

∨ (𝐸(𝑥, 𝑧) ∧ ¬𝐸(𝑦, 𝑧)) ∨ (¬𝐸(𝑥, 𝑧) ∧ 𝐸(𝑦, 𝑧))].
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Класс кёниговых представлений
гиперграфов

Критерий универсальной аксиоматизируемости. Аксиома-
тизируемый класс L-систем ∀-аксиоматизируем тогда и только тогда,
когда он замкнут относительно подсистем.

Замечание. Класс кёниговых представлений гиперграфов незамкнут
относительно подсистем и, следовательно, не является универсально
аксиоматизируемым.

Теорема. Универсальная теория кёниговых представлений гипергра-
фов разрешима.
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Термы
Пусть 𝑋 — некоторое множество переменных.

Множество 𝑇L(𝑋) термов языка L определяется рекурсивно:
(T1) все переменные 𝑥 ∈ 𝑋 являются термами;
(T2) все константные символы языка L являются термами;
(T3) если 𝑡1, ..., 𝑡𝑛 — термы и 𝐹 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) — функциональный символ
языка L, то 𝐹 (𝑡1, ..., 𝑡𝑛) есть терм.

Так как язык L𝐾 кёниговых представлений гиперграфов не содержит
функциональных символов, то его термами являются только перемен-
ные и константы.
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Уравнения
Пусть 𝑋 = {𝑥1, ..., 𝑥𝑘} — конечное множество переменных.

Множество 𝐴𝑡L(𝑋) атомарных формул языка L от переменных из мно-
жества 𝑋 определяется следующим образом:
(A1) если 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑇L(𝑋), то 𝑡1 = 𝑡2 — атомарная формула;
(A2) если 𝑡1, ..., 𝑡𝑛 ∈ 𝑇L(𝑋) и 𝑅(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R, то 𝑅(𝑡1, ..., 𝑡𝑛) — ато-
марная формула.

Атомарные формулы множества 𝐴𝑡L(𝑋) называются уравнениями язы-
ка L с переменными из 𝑋 . Всякое подмножество 𝑆 ⊆ 𝐴𝑡L(𝑋) называ-
ется системой уравнений языка L.
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Алгебраические множества
Точка 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝐴𝑛 называется решением уравнения 𝜙 над
алгебраической системой 𝒜 = ⟨𝐴, 𝐼⟩, если 𝒜 |= 𝜙(𝑎).
Точка 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝐴𝑛 является решением системы уравнений
𝑆 ⊆ 𝐴𝑡L(𝑋), если она является решением каждого уравнения из 𝑆.

Множество 𝑉𝒜(𝑆) всех решений системы 𝑆 называется алгебраическим
множеством над алгебраической системой 𝒜, определённым системой
уравнений 𝑆.

Если 𝑉𝒜(𝑆) = ∅, то система уравнений 𝑆 называется несовместной над
алгебраической системой 𝒜; иначе она называется совместной.
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Уравнения над кёниговыми
представлениями гиперграфов

Пусть 𝐾 = ⟨𝑈(𝐾), 𝐸(𝐾)⟩ — кёнигово представление некоторого конеч-
ного гиперграфа — фиксированный конечный двудольный граф.

Дополним язык L𝐾 = ⟨𝑉,𝐸,=⟩ до диофантова языка множеством кон-
стант C, совпадающим с множеством 𝑈 вершин графа 𝐾.

𝑆 ⊆ 𝐴𝑡L𝐾
(𝑋) — конечная система уравнений над графом 𝐾, состоящая

из уравнений вида 𝑉 (𝑥𝑖), 𝑉 (𝑢𝑗), 𝐸(𝑥𝑖, 𝑥𝑗), 𝐸(𝑥𝑖, 𝑢𝑗), 𝐸(𝑢𝑖, 𝑢𝑗), 𝑥𝑖 = 𝑥𝑗,
𝑥𝑖 = 𝑢𝑗, 𝑢𝑖 = 𝑢𝑗.

Замечание. Процедура решения систем уравнений над кёниговыми
представлениями гиперграфов является усложнённым вариантом про-
цедуры решения систем уравнений над двудольными графами.
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Информационная база системы
Информационная база системы 𝑆 состоит из набора конечных множеств
и натуральных чисел, определяемых по группам:
1) 𝑋 = {𝑥1, ..., 𝑥𝑘} — множество переменных, 𝑆 = {𝑠1, ..., 𝑠𝑙} — множе-
ство уравнений с переменными из 𝑋 ; 𝑘, 𝑙 — числовые параметры.
2) 𝑣 — характеристический вектор длины 𝑘; 𝑣𝑖 = 1 ⇔ уравнение 𝑣(𝑥𝑖)
содержится в системе 𝑆.
3) 𝑣⊥ — характеристический вектор длины 𝑘; 𝑣⊥𝑖 = 1 ⇔ уравнение
𝐸(𝑥𝑖, 𝑢𝑗) содержится в системе 𝑆, при этом 𝑉 (𝑢𝑗) истинно в графе 𝐾.
4) 𝑣⊥⊥ — характеристический вектор длины 𝑘; 𝑣⊥⊥

𝑖 = 1 ⇔ уравнение
𝐸(𝑥𝑖, 𝑢𝑗) содержится в системе 𝑆, при этом 𝑉 (𝑢𝑗) ложно в графе 𝐾.
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5) 𝑊1, ...,𝑊𝑘 — подмножества 𝑈(𝐾); 𝑊𝑖 состоит из вершин графа 𝐾,
которые содержатся в записи уравнений вида 𝐸(𝑥𝑖, 𝑢𝑗) системы 𝑆;
𝛼𝑖 = |𝑊𝑖| — числовые параметры, 𝑖 = 1, ..., 𝑘.
6) 𝑊⊥

1 , ...,𝑊
⊥
𝑘 — подмножества 𝑈(𝐾); 𝑊⊥

𝑖 состоит из вершин графа 𝐾,
которые смежны с каждой из вершин множества 𝑊𝑖 (если 𝑊𝑖 = ∅, то
по определению полагаем 𝑊⊥

𝑖 = 𝑈(𝐾)); 𝛽𝑖 = |𝑊⊥
𝑖 | — числовые пара-

метры, 𝑖 = 1, ..., 𝑘.
7) 𝑊⊥⊥

1 , ...,𝑊⊥⊥
𝑘 — подмножества 𝑈(𝐾); 𝑊⊥⊥

𝑖 = (𝑊⊥
𝑖 )

⊥; 𝛾𝑖 = |𝑊⊥⊥
𝑖 | —

числовые параметры, причём 𝛾𝑖 ≥ 𝛼𝑖 для любых 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

Если в информационной базе хотя бы одно из чисел 𝛽𝑖 равно нулю при
𝛼𝑖 ̸= 0, либо если 𝑣𝑖 = 𝑣⊥𝑖 = 1 или 𝑣⊥𝑖 = 𝑣⊥⊥

𝑖 = 1 для какого-то 𝑖 ∈ [1, 𝑘],
то информационная база является несогласованной, а система 𝑆 несов-
местна над 𝐾.
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