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Îáîçíà÷åíèÿ

E � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî,

G � êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîäãðóïïà O(E),
Ou = Gu � îðáèòà òî÷êè u ∈ E ,
Tu � ñîêðàùåíèå îáîçíà÷åíèÿ TuOu,

Nu = T⊥u � íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Ou,

FG � ñëîåíèå îðáèò G.

Òî÷êó u è ñëîé Ou áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè, åñëè Ou èìååò
ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü. Åãî êîðàçìåðíîñòü
íàçûâàåòñÿ ðàíãîì FG.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî A ⊆ E òàêîå, ÷òî

ëþáàÿ îðáèòà G ïåðåñåêàåò A è

Tu ⊥ A äëÿ âñåõ u ∈ A.

A íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì Êàðòàíà.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû è s-ïðåäñòàâëåíèÿ

Ëèíåéíûå ãðóïïû G è G′ îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè
ñóùåñòâóåò îòîæäåñòâëÿþùèé FG è FG′ ëèíåéíûé èçîìîðôèçì.

Ïóñòü

g � ïîëóïðîñòàÿ âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè,

k � ïîäàëãåáðà g îòâå÷àþùàÿ ìàêñèìàëüíîé êîìïàêòíîé
ïîäãðóïïå â G,

p � äîïîëíèòåëüíîå ê k ïîäïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî

[p, p] ⊂ k, [k, p] ⊆ p.

Äåéñòâèå Ad îòâå÷àþùåé k ãðóïïû K â p ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðåäñòàâëåíèåì èçîòðîïèè ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà G/K, à
îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûå åìó íàçûâàþòñÿ s-ïðåäñòàâëåíèÿìè.

Â ðàáîòå [1] (Äàäîê Ä. 1985) äîêàçàë, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿðíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ s-ïðåäñòàâëåíèåì.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû è s-ïðåäñòàâëåíèÿ
Ãðóïïà Âåéëÿ è ñèñòåìà êîðíåé

Ìíîæåñòâî ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ ãðóïïû K � ýòî
îáúåäèíåíèå çåðêàë (ãèïåðïëîñêîñòåé).

Ìàêñèìàëüíàÿ àáåëåâà ïîäàëãåáðà A â p ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì Êàðòàíà.

Ìíîæåñòâî çåðêàë ðàçáèâàåò A íà âûïóêëûå êîíóñû. Âûáåðåì
îäèí èç íèõ � ýòî êàìåðà Âåéëÿ C. Îòðàæåíèÿ â çåðêàëàõ
ïîðîæäàþò ãðóïïó Âåéëÿ W è îïðåäåëÿþò ñèñòåìó êîðíåé ∆.

Êàæäàÿ îðáèòà W ïåðåñåêàåò C ðîâíî â îäíîé òî÷êå.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Îòîáðàæåíèå áëèæàéøåé òî÷êè

Ôèêñèðóåì o ∈ Int(C) è îïðåäåëèì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû
(ρ(u), θ(u)) òî÷êè u êàê îòîáðàæåíèÿ ρ : E → C è θ : E → Oo,
îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè:

ρ(u) = Ou ∩ C;
θ(u)− áëèæàéøàÿ ê u òî÷êà Oo.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

Îòîáðàæåíèå νρ : Oo → Oρ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå θ ∈ Oo

áëèæàéøóþ ê θ òî÷êó (ρ, θ) èç îðáèòû Oρ. Îíî ïåðåâîäèò
èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà Oo â èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà Oρ, ïîñêîëüêó
êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì K.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

det doνρ = κ ·K(ρ), ãäå K(ρ) =
∏

α∈∆+ 〈α, ρ〉µα .

µα � ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
ñîîòâåòñòâóþùåãî êîðíþ α. Êîíñòàíòà κ çàâèñèò ëèøü îò
ãåîìåòðèè.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Êîíóñ ïðè âåðøèíå

Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ êîðíåé ñèñòåìû ∆. Îïðåäåëèì Ω
êàê äâîéñòâåííûé ê Σ áàçèñ. Òî åñòü $α ∈ Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà 〈α, $α〉 = 1 è 〈α, $β〉 = 0 äëÿ âñåõ β 6= α.
Ïîëîæèì

Ru = Ŵu ∩ C,

Ru,α = Ru ∪ {x : 〈x− u, $α〉 = 0},

R̂u,α = ̂Ru,α ∪ {0}.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà

Äëÿ u ∈ C îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí V (u)

V (u) =
∫

Ru
K(ξ)dξ.

Ôóíêöèÿ V (u) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì íà A ñòåïåíè
dim E . Ïðè ýòîì

DαV (u) =
1
|α|

∫
Ru,α

K(x)dx

è (∏
α∈Σ

Dα

)
V (u) = K(u).



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà, ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

Ru =
n⋃

i=1

R̂u,αi
, R̂u,α =

⋃
t∈[0;1]

tRu,α.

Èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü ìíîãî÷ëåíà K(u), ìîæíî ïîëó÷èòü
ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà îáú¼ìà

V (u) =
n∑

i=1

ui

µi+n

∫
R(u′;∆′)

K(y;ui)dy,

ãäå K(u′;ui) ñóæåíèå ôóíêöèè K(u) íà ãðàíü Ru,αi , ìíîãîãðàííèê
R(u′;∆′) � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îðáèòû ãðóïïû Âåéëÿ ñèñòåìû
êîðíåé Σ \ {αi}.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ

Ñèñòåìà êîðíåé A2 êðàòíîñòè êîðíåé ðàâíû 1, â äåêàðòîâîì
áàçèñå:

K(u) = 1√
2
x(3y2 − x2),

V (u) = − 15
√

2
256 yx4 + 27

√
2

128 y3x2 + 9
√

2
1280y5 + 17

√
6

1280 x5 −

− 5
√

6
128 y2x3 + 9

√
6

256 y4x,

κ = 4
√

2π2.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ

Ñèñòåìà êîðíåé A2 êðàòíîñòè êîðíåé ðàâíû 2, â áàçèñå
ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ:

K(u) = (st(s + t))2 ,

V (u) =
√

3
10080 (s8 + 16s7t + 112s6t2 + 448s5t3 + 700s4t4 +

+448s3t5 + 112s2t6 + 16st7 + t8),
κ = 4π3.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îáúåìîâ

Ñèñòåìà êîðíåé A3 êðàòíîñòè êîðíåé � 1, â áàçèñå
ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ:

K(u) = stu(s + t)(u + t)(s + u + t),

V (u) = 1
1935360

�
s9 + 18s8t + 27s8u + 144s7t2 + 432s7tu +

+324s7u2 + 672s6t3 + 3024s6t2u + 4536s6tu2 + 1428s6u3 + 2016s5t4 +

+12096s5t3u + 27216s5t2u2 + 17136s5tu3 + 2646s5u4 + 4032s4t5 +

+30240s4t4u + 90720s4t3u2 + 85680s4t2u3 + 26460s4tu4 + 2646s4u5 +

+4704s3t6 + 40320s3t5u + 141120s3t4u2 + 174720s3t3u3 + 85680s3t2u4 +

+17136s3tu5 + 1428s3u6 + 2880s2t7 + 26208s2t6u + 96768s2t5u2 +

+141120s2t4u3 + 90720s2t3u4 + 27216s2t2u5 + 4536s2tu6 + 324s2u7 +

+828st8 + 7488st7u + 26208st6u2 + 40320st5u3 + 30240st4u4 + 12096st3u5 +

+3024st2u6 + 432stu7 + 27su8 + 92t9 + 828t8u + 2880t7u2 + 4704t6u3 +

+4032t5u4 + 2016t4u5 + 672t3u6 + 144t2u7 + 18tu8 + u9
�
.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ïðåäïîëîæåíèå î ìíîãî÷ëåíå îáú¼ìà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîìåðíûé õàðàêòåð χ ãðóïïû
Âåéëÿ W , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑

g∈W

χ(g)V (gu) = 0 äëÿ âñåõ u ∈ A.

Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ðàíãîâ 2 è 3 ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
èñêîìûé õàðàêòåð îïðåäåëÿòñÿ ðàâåíñòâîì:

K(gu) = χ(g)K(u).



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ïîïåðå÷íûå ìåðû

Ñëåäóÿ [7] îïðåäåëèì ñìåøàííûé îáú¼ì V (K1, . . . ,Kn) íåïóñòûõ
âûïóêëûõ êîìïàêòîâ K1, . . . ,Kn â E ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V ol(λ1K1 + · · ·+ λnKn) =
n∑

i1=1

· · ·
n∑

in=1

V (Ki1 , . . . ,Kin)λi1 · · · · · λin ,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì
ñîìíîæèòåëåé ïðîèçâåäåíèÿõ λij

ñòîÿò ÷èñëåííî ðàâíûå
ìíîæèòåëè.

Îïðåäåëåíèå

m-òîé èíòåãðàëüíîé ïîïåðå÷íîé ìåðîé êîìïàêòà K íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

Vm = V (K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
m

, B, . . . , B︸ ︷︷ ︸
n−m

),

ãäå B çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â E .



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ìíîãî÷ëåí îáúåìà â áàçèñå ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ

Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà u ∈ C ïðåäñòàâèìà â âèäå

u =
n∑

i=1

si$i ïðè÷åì âñå si ≥ 0.

Êîýôôèöèåíò ïðè sm1
1 · · · · · smn

n ìíîãî÷ëåíà V (u) â áàçèñå
ôóíäàìåíòàëüíûõ âåñîâ ïðîïîðöèîíàëåí ñìåøàííîìó îáú¼ìó
V (Km1

1 , . . . ,Kmn
n ), ãäå Kj = Ô$j , êîýôôèöèåíò

ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ïîïåðå÷íûå ìåðû

Ïóñòü Kn � êëàññ âñåõ íå ïóñòûõ êîìïàêòíûõ âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ â Rn. Âàëþàöèÿ íà Kn åñòü ôóíêöèÿ v : Kn → R òàêàÿ,
÷òî ðàâåíñòâî

v(S) + v(T ) = v(S ∩ T ) + v(S ∪ T )

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ S, T ∈ Kn òàêèõ, ÷òî S ∪ T ∈ Kn.

Òåîðåìà ([3], Hadwiger H. 1957)

Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ âàëþàöèÿ v íà Kn, èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

v(S) =
n∑

j=0

cj ·Vj(S),

ãäå Vj(S) � j-òàÿ ïîïåðå÷íàÿ ìåðà S.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ôóíêöèîíàë Âèëëñà

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèîíàëîì Âèëëñà íåïóñòîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà K
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

W (K) =
∫
E

exp(−πδ(K, x)2)dx,

ãäå δ(K, x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî K.

Â ðàáîòå (McMullen P., [4],1991) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî:

W (λK) =
∑
j≥0

λjWj(K),

Cj
nVn−j(K) = $n−jWj(K).

Ãäå $j = V olj(Bj) � îáú¼ì j-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî øàðà.



Ïîëÿðíûå ãðóïïû
Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ìåð

A2 êðàòíîñòè 1

C0
5V0 − 15

√
2

256 yx4 + 27
√

2
128 y3x2 + 9

√
2

1280y5 + 17
√

6
1280 x5−

− 5
√

6
128 y2x3 + 9

√
6

256 y4x

C1
5V1 − 5

√
6

64 x3y + 9
√

6
64 xy3 +

√
2

256x4 + 33
√

2
128 x2y2 + 9

√
2

256 y4

C2
5V2

√
2

12 (3xy2 − x3) + 3
√

6
32π (x3 + xy2 +

√
3(x2y + y3))

C3
5V3

3
√

2
64π (6

√
3xy + x2 + 7y2)

C4
5V4

3
√

6
16π2 (x +

√
3y)

C5
5V5

1
4
√

2π2
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


